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1. Уравнения малых колебаний около положения равновесия 

 
Задача 1.1 

 
Манипулятор работает в вертикальной 
плоскости. Известно, что масса порш-
ня А вместе со штоком АВ равна , 
масса схвата С равна , длина неве-
сомого звена ВС = l, 

1m
2m

1 1xF a x b x= − −& , 
момент: 0z z z 2M M U a ϕ= + − & , управ-
ление ( )0zU N ϕ ϕ= − − , 

константы. За обобщенные координаты принять угол 1 2 1, , ,a a b N − ϕ  и координату x 
поршня А, отсчитываемую от положения равновесия. 

 
Требуется: 

1. Составить уравнения движения в форме Лагранжа. 
2. Определить 0zM  из условия равновесия при 0x =  0ϕ ϕ=  и . 0zU =
3. Линеаризовать уравнения в окрестности положения равновесия.  
4. Записать характеристический полином полученной линейной системы. 

 
 
 

Задача 1.2 
 

Манипулятор работает в вертикальной 
плоскости. Известно, что масса поршня А 
вместе со штоком АВ равна , масса 
схвата С равна , длина невесомого зве-
на ВС = l, 

1m
2m

α −  угол наклона цилиндра к 
горизонту, сила: 0 1 1x xF F a x b x= − −&

0 2z z z

, мо-
мент: M M U a= ϕ+ − & , управление: 

( )0zU N= ϕ ϕ− − 1 2 1, , ,a a b N −, константы. 
За обобщенные координаты принять угол 
ϕ  и координату x поршня А, отсчитывае-
мую от положения равновесия. 

 
Требуется: 

1. Составить уравнения движения в форме Лагранжа. 
2. Определить 0zM , 0xF  из условия равновесия при 0x = , ϕ 0ϕ=  и U . 0z =
3. Линеаризовать уравнения в окрестности положения равновесия.  
4. Записать характеристический полином полученной линейной системы. 



Задача 1.3 
 

Манипулятор работает в вертикальной 
плоскости. Известно, что масса поршня 
вместе со штоком и схватом , масса ци-
линдра , звенья ОА и ВС длины l, их 
массой пренебречь; ОВ=АС; 

1m
2m

1 1xF a x b x−&= −

2

, 
момент: 0z z zM M U a ϕ= + − & , управление: 

( )0zU N ϕ ϕ= − − , константы. За 
обобщенные координаты принять угол 

1 2 1, , ,a a b N −
ϕ  и координату x схвата D, отсчитываемую 

от положения равновесия. 
 
Требуется: 

 1. Составить уравнения движения в форме Лагранжа. 
2. Определить 0zM  из условия равновесия при 0x =  ϕ 0ϕ=  и U . 0z =

 

m

y

3. Линеаризовать уравнения в окрестности положения равновесия.  
4. Записать характеристический полином полученной линейной системы. 

 
 
 
 
 

Задача 1.4 

Манипулятор работает в вертикальной плоскости. Из-
вестно, что масса поршня А вместе со штоком АD и 
схватом D равна , масса цилиндра , звенья ОА и 
ВС длины l, их массой пренебречь; ОВ=АС; 

, 

1m 2

0 1 1y yF F a y b= − −& 0 2z z zM M U a ϕ= + − & , управление 

( )0zU N ϕ ϕ= − − , 1 2 1, , ,a a b N − константы. За обобщен-
ные координаты принять угол ϕ  и о рдинату y порш-
ня А, отсчитываемую от положения равновесия. 

 к о

 
Требуется: 

 1. Составить уравнения движения в форме Лагранжа. 
2. Определить 0zM  и  из условия равновесия при 

 
0F y

0y = 0ϕ ϕ=  и U 0z = . 
3. Линеаризовать уравнения в окрестности положения 
равновесия. 
4. Записать характеристический полином полученной 

линейной системы. 
 



Задача 1.5 
 

Манипулятор работает в вертикальной плоскости. 
Известно, что масса колеса , его радиус r, масса 
схвата , длина звена AB = l, его массой и массой 
рейки пренебречь; моменты 

1m
2m

1 01 1 1z z zM M a ω= − , 

2 02z z z 2M M U a ϕ= + − & , управление ( )0NzU ϕ ϕ− , = −

1 2, ,a a N − константы. За обобщенные координаты 
принять угол ϕ  и координату y точки А, отсчиты-
ваемую от положения равновесия. 
 

Требуется: 
1. Сос ения движения в форме Лагран-

пределить

тавить уравн
жа. 
2. О  01zM , 02zM  из условия равновесия 

при 0y = , 0ϕ ϕ= U и z=0. 

Задача 1.6 

т и

3. Линеаризовать уравнения в окрестности положения равновесия. 
4. Записать характеристический полином полученной линейной системы. 

 
 

 
 

 
Манипулятор работает в горизонтальной 
плоскости. Известно, что масса схвата В 
равна 1m , момен нерции цилиндра 0zI , 

0 1x x 1F F xa x b= − −& , 0 2z z zM M U a ϕ= + −
управление ( )0

&  
( )B x xzU N Aϕ= − −

, , , ,a a A B
− , 

1 2 1,b N −  константы. За обоб
щенные координа

-
ты принять угол ϕ  и 

координату x схвата. Массой пор ня 
пренебречь. 

ш

 
Требуется: 

1. Составить уравнения движения в форме Лагранжа. 
2. Определить 0xF , 0zM  из условия равновесия при угле 0ϕ = , U , 0z = 0x x= . 
3. Линеаризовать уравнения в окрестности положения равновесия. 
4. Записать характеристический полином полученной линейной системы. 

 
 
 



Задача 1.7 
 

Манипулятор работает в вертикальной плоскости. 
Известно, что масса схвата В равна , момент 
инерции цилиндра 

1m
0zI , его центр масс совпадает с 

шарниром О, 0 1x x xF F U xμ+ − z zM M& , 0 2μ ϕ&= = −  
управление ( )0x xzU N− 1 2, , N− , μ= μ −  константы. 
За обобщенные координаты принять угол ϕ  и коор-
динату x схвата. Массой поршня пренебречь. 
 

Требуется: 
1. Составить уравнения движения в форме Лагранжа. 
2. Определить 0xF , 0zM  из условия равновесия при угле 0ϕ ϕ= , U , 0z = 0x x= . 
3. Линеаризовать уравнения в окрестности положения равновесия. 
4. Записать характеристический полином полученной линейной системы. 
 

 
 
 
 
 
 
 

Задача 1.8 
 

Манипулятор типа «Скара» работает в верти-
кальной плоскости. Известно, что масса диска 

, его радиус r; масса схвата В , длина звена 
АB равна 2r, его массой пренебречь; моменты: 

1m 2m

1 01 1z z zM M U μ ϕ= + − & , 2 02z zM M 2μ ψ− &= , 
2 2z zM M′ = − , 1 2, , Nμ μ − константы; управление 

( )0zU N ϕ ϕ= − − . За обобщенные координаты 
принять углы ϕ  и ψ . 
 
Требуется: 

1. Составить уравнения движения в форме Лагранжа. 
2. Определить 01zM  и 02zM  из условия равновесия при 0ψ = , 0ϕ ϕ=  и U . 0z =
3. Линеаризовать уравнения в окрестности положения равновесия. 
4. Записать характеристический полином полученной линейной системы. 

 
 
 



Задача 1.9 
 

Манипулятор типа «Скара» работает в го-
ризонтальной плоскости. Известно, что 
масса схвата В , момент инерции звена 
OA - 

1m
0zI , его длина l равна длине невесомо-

го звена AB; моменты: 1 01 1z zM M μ ϕ= − & , 
2 02 2z z zM M U μ ψ= + − & , управление 

( )0( )zU N A Bϕ ψ ψ= − + − , 1 2, , Nμ μ − кон-
станты. За обобщенные координаты при-

нять углы ϕ  и ψ . 
 
Требуется: 

1. Составить уравнения движения в форме Лагранжа. 
2. Определить 01zM  и 02zM из условия равновесия при 0zU = , 0ψ ψ= , 0ϕ = . 
3. Линеаризовать уравнения в окрестности положения равновесия. 
4. Записать характеристический полином полученной линейной системы. 

 
 
 
 
 
 

Задача 1.10 
 

Манипулятор типа «Скара» работает в вертикальной 
плоскости. Известно, что масса диска , его радиус 
r; масса схвата В , длина звена АB равна 2r, его 
массой пренебречь; 

1m
2m

0z z zM M U μϕ= + − & , управление 
( )0zU N ϕ ϕ= − − , , Nμ −  константы. За обобщенные 

координаты принять углы ϕ  и ψ . 
 

Требуется: 
1. Составить уравнения движения в форме Лагранжа. 
2. Оп  0zM  ределить из условия равновесия при 0ψ =  

0ϕ ϕ= . 
3. Линеаризовать уравнения в окрестности положе-

ктеристический полином получен-
ния равновесия. 
4. Записать хара
ной линейной системы. 

 
 



2. Исследование условий асимптотической устойчивости позиционирования 

 
Задача 2.1 

Одностепенной ма  в верти-

1

манипулятора в заданном положении 

нипулятор работает
кальной плоскости.  Дано: m1,  m2,  m3,  r,  R, 
OA = l. Момент двигателя: 0z z zM M U zμω , = + −
управление: ( )0zU N ϕ ϕ= − , , Nμ − константы. 

координату принять у
За 

обобщенную гол ϕ . 
 

Требуется: 
 1. Со нение движения в форме Ла-

елить

ставить урав
гранжа. 
2. Опред  0zM  из условия равновесия при 

0ϕ ϕ=  и 0zU = . 
3. Линеаризовать уравнение в окрестности  

4. Записать характеристический по йного уравнения. 

Задача 2.2 

енной манипулятор работает в 
:

1

положения равновесия. 
лином полученного лине

5. Найти условия устойчивости позиционирования. 
 
 
 
 

 
Одностеп
вертикальной плоскости. Дано  m1, m2, m3, 
r, R, OA=l. Момент двигателя: 

0z z z zM M U μω= + − , правление: у
( )0zU N ϕ ϕ= − , , Nμ − конс

обобщенную координату 
танты. За 

принять угол ϕ . 
 

Требуется: 
1. Сос ение движения в форме 

ть

тавить уравн
Лагранжа. 
2. Определи  0zM  из условия равновесия 
при 0ϕ ϕ=  и zU 0= . 
3. Ли зов ранеари ать у внение в окрестности 

ческий полином 

5. и

положения равновесия. 
4. Записать характеристи
линейного уравнения. 
рования. Найти условия устойчивости позицион

 



 
Задача 2.3 

Одностепенной манипулятор работает в верти-
 

кальной плоскости. Дано: m1, m2, m3, r, R, OA=l. 
Момент двигателя: 0 1z z z zM M U μω= + − , 
управлен : ие ( )0zU N ϕ ϕ= − − , , Nμ − констан

енную координ  прин
-

ты. За обобщ ату ять угол 
ϕ . 
 

Требуется: 
 1. Со нение движения в форме Ла-

елить

ставить урав
гранжа. 
2. Опред  0zM  из условия равновесия при 

0ϕ ϕ=  и 0zU = . 
ол я 3. Линеаризовать уравнение в окрестности п ожени равновесия. 

равнения. 

 

Задача 2.4 
 

Одностепенной манипулятор работает в верти-

3m

4. Записать характеристический полином полученного линейного у
5. Найти условия устойчивости позиционирования. 

 
 
 
 

 

кальной плоскости. Известно, что масса рейки 
1m , масса колеса 2m , его радиус r, масса схвата 
, OB=3r, 0x x x AxF F U Vμ= + − , управление 

( )0xU N ϕ ϕ= − − , , Nμ − константы
щенную координ ту прин

. За обоб-
а ять угол ϕ . 

 
Требуется: 

1. Сос ения движения в форме Ла-

елить

тавить уравн
гранжа. 

 0xF  из условия равновесия при 0ϕ ϕ=  2. Опред и 0xU = . 
ть . 

равнения. 
3. Линеаризова уравнение в окрестности положения равновесия
4. Записать характеристический полином полученного линейного у
5. Найти условия устойчивости позиционирования. 

 
 
 



Задача 2.5 

 
дностепенной манипулятор работает в верти-

р
а

, с

 

О
кальной плоскости. Известно, что масса ейки 1m , 
масса колеса 2m , его радиус r, масса схвата В р -
на 3m , ОB=3r ила: 0y y y A yF F U V

в
μ= + − , управле-

ние ( )0yU N ϕ ϕ= − , , Nμ − константы
ую координату ринять

. За обоб-
щенн  п  угол ϕ . 
 

Требуется: 
1. Со внения движения в форме Ла-

елить из условия равновесия при

ставить ура
гранжа. 

 0 yF   0ϕ ϕ=  2. Опред и 0yU = . 
ть . 

Задача 2.6 

Одностепенной манипулятор работает в вертикаль-

z

3. Линеаризова уравнение в окрестности положения равновесия
4. Записать характеристический полином линейного уравнения. 
5. Найти условия устойчивости позиционирования. 

 
 
 
 
 
 
 

 

ной плоскости. Известно, что масса  колеса 1m , его 
радиус r; масса схвата 2m , А =3r, 

z zM M U
B

0 μϕ= + − & , управление: ( )0zU N ϕ ϕ− , = −
, Nμ − константы. З координату при

нять уг
а обобщенную -

ол ϕ . 
 

Требуется: 
1. Сос ения движения в форме Лагран-

ределить

тавить уравн
жа. 

 0zM  из условия равновесия при 0ϕ ϕ=  2. Оп и 0zU = . 
ть у внове ия. 3. Линеаризова равнение в окрестности положения ра с

4. Записать характеристический полином линейного уравнения. 
5. Найти условия устойчивости позиционирования. 

 
 



Задача 2.7 

Одностепенной манипулятор работает в вертикальной 
 

 
 

плоскости. Известно, что масса колеса 1m , его радиус r; 
масса схвата В равна 2m , АB=3r, 0 zM M Uz z μϕ+ −= & , 
управление: ( )0zU N ϕ ϕ= − − , , Nμ − константы. За обоб

динату  
-

щенную коор угпринять ол ϕ . 
 

Требуется: 
1. Сос ения движения в форме Лагранжа. тавить уравн
2. Определить 0zM  из условия равновесия при 0ϕ ϕ=  и 

3. Линеаризовать уравнение в окрестности положения 

4. Записать характеристич м линейного уравнения. 

Задача 2.8 

Манипулятор работает в горизон-

р

0zU = . 

равновесия. 
еский полино

5. Найти условия устойчивости позиционирования. 
 
 
 
 
 
 
 

 

тальной плоскости. Известно, что 
масса поршня А, штока АВ и схвата 
В равна 2m ; масса поршня О, штока 
и цилинд  2 равна 1m ; 1 1xF b xа

1
= − , 

2 2x xF U a x
2 2
= − & , у е правлени

2 2xU N x= − b
Угол между  ци н

, , ,a константы. 
 осями ли дров 

N - 
α . За 

обобщенные  принять координаты 
1 2,x x  поршней О и А соответствен-

тсчитываемые от положения 
равновесия. 
 

но, о

ребуется: 
1. Составить уравнения движения в форме Лагра

линейной системы. 

Т
нжа. 

2. Записать характеристический полином полученной 
3. Найти условия устойчивости позиционирования (по Гурвицу). 



 
Задача 2.9 

Манипулятор работает в горизон-

 
 

тальной плоскости. Известно, что 
масса поршня А вместе со штоком 
АВ и схватом В равна 1m , масса 
поршня О, штока и цилиндра 2 - 

2m ; 1 1xF b x
1
= − , 

2 22 2x xF U ax= − & , 
 

константы. Угол ос
линдров 

управление = − , N
 между ями ци-
2 2xU N x , ,a b

α . За обобщенные при-
нять коор наты 1 2,ди x x  поршней А 
и О соответствен отсчитывае-
мые от положения равновесия. 

но, 

 
ребуется: 

1. Составит движения в форме Лагранжа. 
линейной системы. 

Задача 2.10 
 

анипулятор работает в горизонтальной 

Т
ь уравнения 

2. Записать характеристический полином полученной 
3. Найти условия устойчивости позиционирования (по Гурвицу). 
 

М
плоскости. Известно, что масса поршня А, 
штока АВ и схвата В равна 1m , масса цилин-
дра и рейки - 2m ; масса колеса - 3m , его ра-
диус r ; 2xF bx

2
= − , z zM U aϕ= − & ; управле-

ние zU Nϕ= − , N , , ,a b  - ко нтынста α −угол 
межд 1у осями 2, x x . З

коор
а обобщенные рди-

наты принять динату 2

коо
x  поршня А и 

угол ϕ  поворота колеса, которые отсчиты-
ваютс  от положения равновесия. 
 

я

Требуется: 
1. Сос нения движения в форме 

ь характеристический полином 

 позициони-
а

тавить урав
Лагранжа. 
2. Записат
полученной линейной системы. 
3. Найти условия устойчивости
ния (по Гурвицу). ров



3. Исследование условий усто вата манипулятора по 

Задача 3.1 
ятор работает в вертикальной 

 

0

йчивости движения сх
заданной траектории 

 

Манипул
плоскости. Известно, что поршень А дви-
жется по оси х с постоянной скоростью V, а 
схват B движется вблизи линии ab. Масса 
схвата равна m, AB=l, момент: 

z z zM M U μϕ= + − & пр, у авление 
( )0zU N ϕ ϕ= − − , , Nμ − константы. За 

инять угол обобщенную координату пр ϕ . 

 1. Со нение движения в форме 

ить 

Требуется: 
ставить урав

Лагранжа. 
2. Определ 0zM  из условия равновесия 

и при значении угла0zU =   0ϕ , отвечающ  схв
3. Ли е  

ь характеристический полином полученного линейного уравнения. 

Задача 3.2 

Манипулятор работает в горизон-

ему движению ата по линии ab. 
неаризовать уравнени в окрестности траектории равномерного движения

схвата B. 
4. Записат
5. Найти условия устойчивости движения схвата по линии ab. 
 

 
 

тальной плоскости. Известно, что 
цилиндр движется с постоянной 
скоростью V, направленной под уг-
лом α  к оси х. Схват B движется 
вблиз  линии ab. Масса поршня А 
вместе со штоком АВ и схватом В 
равна m , x

и

F U ax= − & , управление 
xU N x= − , нстанты. За 

ор инату принять 
координату 

,a N - ко
  ко добобщенную
x , отсчитываемую от 

 
положения схвата B на траектории ab. 

Требуется: 
1. Составит движения в форме Лагранжа. 

 линейного уравнения. 
ь уравнения 

2. Записать характеристический полином полученного
3. Найти условие устойчивости движения схвата по линии ab. 
 
 



Задача 3.3 

Манипулятор  в вертикальной плоскости. Из-
 
 работает

вестно, что поршень А движется по оси y с постоянной 
скоростью V, а схват B движется вблизи линии ab. Мас-
са схвата m, AB = l, момент: 0z z zM M U μϕ= + − & , 
управление ( )0zU N ϕ ϕ= − − , , Nμ − константы. За 
обобщенную координату принять угол ϕ . 
 

Требуется: 
1. Сос ение движения в форме Лагранжа. тавить уравн
2. Определить 0zM  из условия равновесия 0zU =  и при 
значении угла 0ϕ , отвечающему движению ата по 
линии ab. 
3. Линеари

 сх

зовать уравнение в окрестности траектории 

4. Записать характеристичес го уравнения. 

Задача 3.4 
 

Манипулятор работает в горизон-

л

в

равномерного движения схвата B. 
кий полином полученного линейно

5. Найти условия устойчивости движения схвата по линии ab. 
 
 
 
 
 

тальной плоскости. Известно, что 
цилиндр движется с постоянной 
скоростью V, направ енной под уг-
лом β  к оси х . Схват B движется 
вбли  линии ab. Масса поршня А, 
штока АВ и схвата В равна m, сила 

x

зи

F U ax= − & , управление xU Nx= − , 
,a N − константы. За об  

нату принять координату 
общенную

коорди x , 
отсчитываемую от положения схв -
та B на траектории ab. 
 

а

Требуется: 
нжа. 

 линейного уравнения. 
1. Составить уравнения движения в форме Лагра
2. Записать характеристический полином полученного
3. Найти условие устойчивости движения схвата по линии ab. 

 



Задача 3.5 

анипулятор типа «Скара» работает в гори-
 
М
зонтальной плоскости. Известно, что звено 
OA вращается с постоянной угловой скоро-
стью Ω , а схват В вижется вблизи круго-
вой траектории, радиус которой отвечает 
длине звеньев ОА и АВ и углу 0

д

ψ . Масса 
схвата В равна m , ОА=АВ=l, моме : 

0z z zM M U
нт

μψ= + − & , ( )0U Nz ψ ψ= − −  - 
управление, , Nμ −константы. За обобщен-

ня
 

ную координату ть угол  при ψ . 
 

Требуется: 
 Лаг1. Составить уравнения движения в форме ранжа. 

2. Определить 0zM  из условия равновесия при 0zU = , 0ψ ψ= . 
ть траектории равномерного движения 

ь характеристический полином полученного линейного уравнения. 

3. Линеаризова уравнение в окрестности 
схвата В. 
4. Записат
5. Найти условия устойчивости движения схвата по траектории. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



4. Динамика манипулятора с пневмоцилиндром 

Задача 4.1 

анипулятор  на базе пневмоцилиндра 

 

 
М
работает в вертикальной плоскости. Из-
вестно, что масса поршня А вместе со 
штоком АВ и схватом В равна 1m ; масса 
цилиндра и зубчатой рейки 2m ; сса ко-
леса 3m , его радиус r. Давление воздуха в 
левой  правой полостях цилиндра 1P  и 

2P  соответственно; площадь сечения и-
ндра S; момент: 0 1 1z z

ма

 и
 ц

ли M M a bϕ ϕ= − −& , 
1 1,a b − константы. За -

 принять угол 
 обобщенные коор

динаты ϕ  и координату x 
поршня, отсчитываемую от положения 
равновесия. 

Требуется: 
1. Составить уравнения движения в форме Лагранжа. 
2. Определить 0zM , из условия равновесия при 0ϕ ϕ= . 
3. Записать характеристический полином получе  лнной инейной системы. 

Задача 4.2 

анипулятор на базе пневмоцилиндра 

 
 

 
М
работает в горизонтальной плоскости. 
Известно, что цилиндр движется с по-
стоянной скоростью V, направленной 
под углом α  к оси х. Схват B движет-
ся вблизи л нии ab. Масса поршня А 
вместе со штоком АВ и схватом В 
равна m ; давление воздуха в левой и 
правой олостях цилиндра 1P  и 2P  со-
ответственно; площадь се ни ци-
линдра S. За обобщенную координату 
принять координату 

и

 п
че я 

x , отсчитывае-

 
мую от положения схвата на траектории ab. 

Требуется: 
1. Составит движения в форме Лагранжа. 

 линейного уравнения. 
ь уравнения 

2. Записать характеристический полином полученного
3. Найти условие устойчивости движения схвата по линии ab. 



 
Задача 4.3 

 
Манипулятор на базе пневмоцилиндра ра- 
ботает в горизонтальной плоскости. Из-
вестно, что цилиндр движется с постоян-
ной скоростью V, направленной по оси y. 
Схват B движется вблизи линии ab. Масса 
поршня А, штока АВ и схвата В равна m. 
Давление воздуха в левой и правой полос-
тях цилиндра 1P  и 2P  соответственно; пло-
щадь сечения ц ли ра S. За обобщенную 
координату принять координату 

и нд
x , отсчи-

тываемую от положения схвата а траек-
тории ab. 
 

н

1. Составит движения в форме Лагранжа. 
 линейного уравнения. 

 
Требуется: 
ь уравнения 

2. Записать характеристический полином полученного
3. Найти условие устойчивости движения схвата по линии ab. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



5. Исследование управляемости колебаний около положения равновесия 

Задача 5.1  

Манипулятор работает в горизонтальной 

 

 

плоскости. Известно, что масса поршня 
А, штока АВ и схвата В равна 1m ; масса 
цилиндра и рейки 2m ; масса колеса 3m , 
его радиус r; сила: 1 1x AxF aV b x= − − ; -
мент: 2z z z

мо
2M U a bω ϕ= − авле-

ние, a a
− , zU −у

1 2 1, , ,b b
пр

2 − констант . За 
  координат

ы обоб-
щенные ы принять координа-
ту х поршня А и угол ϕ , которые отсчи-
тываются от положения равновесия. 
 

 

ребуется: 
 уравнения движения в фор-

 управлением (по Калману). 

Задача 5.2 
 

Манипулятор работает в горизонтальной плоскости. 

Т
1. Составить
ме Лагранжа. 
 Коши. 2. Записать полученные уравнения в форме

3. Проверить управляемость системы со скалярным
 
 
 
 

Известно, что масса схвата В равна 1m , момент инер-
ции цилиндра 0zI , сила: 0 1 1y yF F a b yy= − − , момент: 

2z z

&

M U a ϑ= − & , zU −управ  констан-
координаты принять оординату 

y захвата В и угол 

л 1 2, ,a a
ты. За обобщенные  к

ение, 1b −

ϑ , отсчитываемый от положения 
равновесия. Массой оршня и штока пренебречь. 
 

 п

ребуется: 
 уравнения движения в форме Лагранжа. 

2. р

Т
1. Составить
авновесия при 0ϑ = , 0zU = , 0y y= . Определить 0 yF  из условия 

3. Линеаризова уравнения в окрестности пол и  ть ожен я равновесия.

м управлением (по Калману). 

 

4. Записать линейные уравнения в форме Коши. 
5. Проверить управляемость системы со скалярны

 
 



Задача 5.3 

нипулятор работает в горизонталь-
ной плоскости. Из естно, что масса 

 
Ма

в
поршня А, штока АВ и схвата В равна 

1m ; масса поршня О, штока и цилинд-
ра 2 равна 2m ; 1 1 1x x oxF U aV b x= − − , 

xU −  управление, F a V b y= − − , 

1 2, , ,a a b b
2 2 2y A y

1 2 −  константы -
ринять коор -

соответственно, отсчиты-
ваемые от положения равновесия. 
 
Требуется: 

. За обобщен
ные  п динаты х, у порш
ней О и А 

. Составить уравнения движения в 

К
вляемость системы со скалярным управлением (по Калману). 

6. Пример решения 
 

р работает в вертикальной 
плоскости. Известно, что масса поршня А 

1
форме Лагранжа. 
2. Записать полученные уравнения  в форме оши. 
3. Проверить упра

 
 
 

Манипулято

вместе со штоком 1m , масса схвата C 2m , 
длина невесомого звена ВС= l. α −  угол 
наклона цилиндра к горизон , 

0x x

ту
F F a x b x= − −& , 0z z zM M U= + , a  кон-
станты, 

, b
( )0zU N ϕ ϕ= − − управление. За 

ол 
 

обобщенные  принять уг координаты ϕ  
и коорди , отсчитываемую 
от положения равновесия. 
 
Требуется: 

нату x поршня

гранжа. 
2. Определить
1. Составить уравнения движения в форме Ла

M 0z , 0xF  из условия равновесия при 0x 0= , 0ϕ ϕ=  и . 
 равновесия. 

й линейной емы. 

 0zU =
3. Линеаризовать уравнения в окрестности положения
4. Записать характеристический полином полученно сист
5. Исследовать устойчивость позиционирования (по Гурвицу). 
 
 
 
 



1. Вывод уравнений движения 
 
Рассматриваемый меха ескую систему с дву-

мя ст енями свободы, движение которой ограничено идеальными голономными 
связям

низм представляет собой механич
еп
и. Уравнения движения манипулятора могут быть записаны в виде уравнений 

Лагранжа II рода 

xQ
x
T

x
T

dt
d

=
∂
∂

−
∂
∂
&

,       ϕϕϕ
QTTd

=
dt ∂

∂
−

∂                                                         (1) 
∂ &

В (1) ),,x,x(T ϕϕ &&  кинетическая гия системы, равная сумме кинетиче энер ской 
энергии T  поршня А со штоком, совершающего поступательное движение,  1

2
1 1

1
2 AT m V= ,                                                                                                   (2) 

и  кинетической энергии 2T  точечного схвата С 
2

2 22 CT m V= .                                                  1                                                 (3) 

Определим скорости точек А и С. В проекции на оси Oxy  
 

                         (4) 
x
xVAx &= ,     0VAy = ,     22

A xV &= ,                                           
sil nCxV ϕ ϕ= −& & ,     y cosCV l ϕ ϕ=

2

& , 
2 2 2 2 inCV x l sxlϕ ϕ ϕ= + −& & & . 

 
огда общая кинетическая ргия системы 

&

Т  эне
2 2 2

1 2 2 22 2
1 1( ) sinm m x m l m l xT ϕ ϕϕ= + + −& & & &                                              (5) 

ные силы xQ  и QϕОбобщен , входящие , вы-

числя кт
нии: 

в

 в уравнения Лагранжа (1), найдем
вя суммарную мощность а ивных сил и моментов aN  на возможном движе-

 
1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )в в в в

a А BC A CN F V M m g V m g Vω= + + +
r r r r rr r r .                                            (6) 

Проектируя вектора в формулах (5) на оси
 

 Oxy , получим 
 

1 2 2
в в в в в в
A x Ax x Ax x Cx y CyN F V m g V m g V m g V M z BCzω= + + + +                                    (7) 

Принимая во внимание, что 
 

 
в в
BCzω ϕ= & ,     в в

AxV x= & ,      в
CxV sinв вx l ϕϕ−& & ,  

l
=

cosв в
Cy sinxg g α= − ,   cosyg g α= −V ϕ ϕ= ,   & ,                                           (8) 

 
получим разложени я мощности  по обобще
 

е дл  N нным возможным скоростям в
a



1 2 2( sin sin ) ( cos( ))в в в
A x zN F m g m g M m g lxα α ϕ α ϕ= − − + − + .                  (9) & &

 
Следовательно, обобщенные силы будут равны соответственно: 
 

1 2sin sinx xQ F m g m gα α= − − , 
Q 2 cos( )zM m g lϕ ϕ α= − + .                                                                         (10) 
 
Так, как по условию задачи 
 

0x xF F a x bx= − −& , 0z z zM M= U+ , 
получим обобщенные силы в виде: 
 

0 1 2( )x xQ F a x b x m m g sin= − − − +& α , 
)0 0 2( ) cos(zQ M N m g lϕ ϕ ϕ ϕ= − − − +α .                                                    (11) 

 
Вычислим необходимые для построен е: ия уравнений Лагранжа производны

0T
x∂

∂
= ,       1 2 2x

( ) sinT m m x m l ϕϕ∂
= + −& & , 

∂&
2

1(m 2 2 2) sin cosd T m x m l m l
dt x

ϕϕ ϕϕ∂
− −

∂
&& && &

&
,                                           (12) = +

2 cosT m l x ϕϕ
ϕ
∂

= −
∂

& & ,           2
2 2 sinxT m l m lϕ ϕ& , 

ϕ
∂

= −
∂

&
&

2
2 2 2sinl x cosd T m l m m l x

dt
ϕ ϕ −&& ϕ ϕ

ϕ
∂

= −
∂

&& & &
&

. 

В соответствии с полученными в (11) и 12) результатами запишем уравнения 
Лагранжа 

) sin cos ( ) sinxm x m l m l F ax bx m m g

 (

 
2

1(m 2 2 2 0 1 2ϕϕ ϕϕ α+ − − = − − − +&& && & & , 
l m l x M N m g l2

2 2 0 0 2sin ( ) cos( )zm ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ α− = − − − +&& && .                           (13) 
 

2. Определение силовых воздействий в поло
 

равн
аданным зн

жении равновесия 

У ения равновесия системы в положении, соответствующем 
ачениям обобщенных координат: з

 
0 0x = ,  0x =& ,  0ϕ ϕ= ,  0ϕ =& ,                                                                     (14) 

 
 получаются з уравнений (13), ес звод-
ных обобщенных координат равными нулю. Уравнения равновесия можно также 

 и ли положить значения первых и вторых прои

получить из условия равенства нулю обобщенных сил (11) в положении равновесия 
(14): 



 
0 1 2( ) sinxF m m g 0α− + = , 

0 2 0cos ( ) 0zM m g l ϕ α− + = .                                                                          (15) 
 
Таким образом, формулы (15) определяют значения силы 0xF  и момента 0zM , 

при которых манипулятор будет позиционирован в заданном положении. 
 

сия 

ия от 
оложения равновесия являются малыми величинами. Обозначим отклонения от 
полож

0

3. Линеаризация уравнений движения около положения равнове
 

При линеаризации уравнений движения предполагается, что отклонен
п

ения равновесия: 
 

1 0y x x= − ,   2y ϕ= ϕ− .                                                                              (16) 

Тогда спр дливы сле
 

аве дующие соотношения: 
 

0 2yϕ ϕ= + ,   0 1x x y= + ,   1y x=& & ,   1y x=&& &&,   2y ϕ=& & ,   2y ϕ=&& && .                   (17) 

Для тригон етрическ функций, входящих в у
 

ом их равнения (13) имеем: 
 

0 2 0 2 0 2sin sin( ) sin cos cos siny y yϕ ϕ ϕ ϕ= + = + , 
c 0 2 0 2 0 2os cos( ) cos cos sin siny y yϕ ϕ ϕ ϕ= + = − ,                                        (18) 
cos( ) cos( ) cos( )cos sin( )siny y yϕ 0 2 0 2 0 2α ϕ α ϕ α ϕ α+ = + + = + − + . 
 
Принимая во внимание только линейные по малым отклонениям слагае-

мые, из (18) получим: 

0

2y  

 
0 2sin sin y cosϕ ϕ= + ϕ ,    0 2 0cos cos sinyϕ = ϕ ϕ− , 

os( ) cos( ) sin( )yc ϕ 0 2 0α ϕ α ϕ α+ = + − + .                                                     (19) 
 
Подставим в (13) результаты (17), ( мые 

, ,y y y y y y y&& & & && . Тогда придем к уравнениям, содержащим только линейные по 
кло 2

 
0 1 1 1 2( ) sinxy F a y by m m g

19) и отбросим нелинейные слагае
2 2

1 2 2 2 2 2 2

нениям ,y y  слагаемые 

1 2 2 2 0( ) sinm m m l y

,
от 1

ϕ1 α= − − − +&& & ,                  (20) 
sin cos( )zl y m l y M N y m g l m g l y

+ − &&
2

2 2 2 1 0 0 2 2 0 2m 2 0sinϕ ϕ α− = − − + +&& &&

 
С учетом формул (15), определяющих величины

ϕ . 

 0xF  и 0zM , окончательно по-
лучим линейные уравнения малых колебаний около положения равновесия: 

 
 



1 2 1 2 2 0 1 1( ) sin 0m m y m l y a y byϕ+ − + + =&& && & , 
2

2 2 2 1 0 2 0 2sin ( sin ) 0m l y m l y N m g l yϕ ϕ− + − =&& && .                                          (21) 

4. Вывод характеристического равнения системы уравнений  
малых колеб

инейная система дифференциальных уравнений (21) может быть записана в 
матричной ф ия 

по вр

 
 у

аний 
Л

орме с использованием матрицы ( )Df  оператора дифференцирован

емени dD
dt

= : 

( ) 0D =f y ,                                                                                                    (22) 
где 1( ,y y=y 2 )T - вектор переменных состояния, а - матрица : 

2

(
( )

s
m

D
g l

 ( )Df  (2 2)×
2 2

1 2 2 0
2 2 2

) sinm D aD b m l Dϕ⎛ ⎞

2 0 2 0sin inm l D m l D N mϕ ϕ− + −
+ +

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

f

По определению, характеристическое уравнение системы дифференциальных 
уравнений (22) есть

+ −
.                      (23) 

: det ( ) 0λ =f , значит, в нашем случае: 

2 0

( ) sinm m a b m lλ λ ϕ λ⎛ ⎞+ + + −2 2
1 2 2 0

2 2 2
0 2 2

det ( ) det 0
sin sinm l m l N m g l

λ
ϕ λ λ ϕ

= =⎜ ⎟
− + −⎝ ⎠

 
Вычисляя определитель, получим: 

 
2

) 0
m m m l m l a m m N m gl m l b

b

f . 

2 2 4 2 3 2
2 1 2 0 2 1 2 2 0 2

2 0 2 0

( cos ) (( )( sin ) )ϕ
( sin ) ( sinN m gl a N m gl

λ λ ϕ λ
ϕ

+ + + + − +

=
.      (24) 

Многочлен четвертого порядка (24) и есть характеристическое у
системы (21). 

Известно, что поведение решения системы линейных дифференциальных 
уравнений определ внения. Ес-
и все корни имеют отрицательные действительные части, то решение асимптотиче-
ски уб

ϕ λ+ − + −
 

равнение 

 
5. Исследование устойчивости позиционирования 

 

яется значениями корней ее характеристического ура
л

ывает. Такая система уравнений называется асимптотически устойчивой. 
Согласно критерию Гурвица, корни многочлена с положительным коэффици-

ентом при старшей степени лежат в левой полуплоскости тогда и только тогда, ко-
гда все главные диагональные миноры матрицы Гурвица положительны. 

Возьмем уравнение четвертого порядка 
4 3 2

0 1 2 3 4 00 0a a a a a , aλ λ λ λ+ + + + = > . 
Матрица Гурвица для него имеет вид: 



 
0

0 0
0

a a a
a a
a a a

⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

H , 

а условия Гурвица отрицательности действительных частей корней будут: 

,  

1 3 0 0a a⎛ ⎞

0 2 4

1 3

0 2 4

,  
1 3 0a a

1 1 0aΔ = > 1 3
2

0 2

0
a a
a a

Δ = > 3 0 2 4

1 3

0
0
a a a

a a
= > ,  4 3 4 0aΔ = Δ >Δ .      (26) 

Матрица Гурвица для характеристического уравнения (24) имеет вид: 

 

0
sin )ϕ

 
Главные диагональные миноры равны: 

= , 
 

 

2
2 2 0

2 2 2
2 1 2 0 1 2 2 0 2 2 0

2
2 2 0

2 2 2
2 1 2 0 1 2 2 0 2 2 0

( sin ) 0 0
( cos ) ( )( sin ) ( sin ) 0

0 ( sin )
0 ( cos ) ( )( sin ) (
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m l m m m m N m gl m l b N m gl b

m l a N m gl a
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ϕ
ϕ ϕ ϕ

ϕ
ϕ ϕ

⎛ ⎞−
⎜ ⎟

+ + − + −⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟+ + − + −⎝ ⎠
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1 2m l aΔ

2
2 2

2 2 2
2 1 2 0 1 2 2 0 2

( sin )
( cos ) ( )( sin )

m l a N m g l a
m l m m m m N m gl m l b

ϕ
ϕ

−
Δ =

+ + −
0

2ϕ +
,                 (27) 

 
2

2 2 0
2 2 2

3 2 1 2 0 1 2 2 0 2 2 0
2

2 2

( sin ) 0
( cos ) ( )( sin ) ( sin

0 (

m l a N m gl a
m l m m m m N m gl m l b N m gl b

m l a N m gl a

ϕ
ϕ ϕ

ϕ

−
Δ = + + − + −

− 0

)
sin )
ϕ , 

 
)4 3 2 0( sinN m gl bϕΔ = Δ − . 

 
 результате вычислений получим: 

=  
( sin )sin )m al N m gl blϕ ϕΔ = − + , 

0

В
 

2
1 2m l aΔ

2 2 2 2
2 2 2 0 0(

2 2 2 2 2
3 2 0 2( sin ) sinN m gl m l aϕ ϕΔ = − ,                                                          (28) 

( sin ) sinN m gl m l a b3 2 2 2 2
4 2 0 2ϕ 0ϕΔ = −

Как следует из (26) и (28), условия Гурвица выполняются, если  

,   > , 

. 

2 2
2 0 0( sin )sin 0N m gl blϕ ϕ− +0a >



2g 0( sin ) 0N m l bϕ− > ,   0sin 0ϕ ≠ .                                                             (29) 

 
Таким образом, константы , задающие силы и моменты, действующие 

на манипулятор, должны удовлетворять требованиям: 
 , ,a b N

 
0a > ,   0b > ,    2 0sinN m g l ϕ> ,   0sin 0ϕ ≠ .                                            (30) 

В случае, ко
 

0sin 0ϕ =гда , условия Гурвиц

 

а не могут быть выполнены. 
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